JM MATHEMATIQUES

Récurrence

Classe de Terminale — Spécialité Mathématiques

I. Application directe

Exercice 1.

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

Si une propriété est héréditaire, alors elle est vraie pour tout entier naturel 7.

Si une propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors elle est vraie pour n = 1.
Si une propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire, alors elle est vraie pour 7 = 0.
Si une propriété est vraie pour n =0 et n = 1, alors elle est héréditaire.

Si une propriété est vraie pour n =5 et héréditaire a partir de n = 3, alors elle est vraie pour tout
entier n supérieur ou égal a 3.

Si une propriété est vraie pour n =5 et héréditaire a partir de n = 3, alors elle est vraie pour tout
entier n supérieur ou égal a 5.

7. Siune propriété est vraie pour n = 3 et héréditaire a partir de n = 1, alors elle est vraie pour tout
entier n supérieur ou égal a 3.
8. Siune propriété est vraie pour n = 3 et héréditaire a partir de n = 5, alors elle est vraie pour tout
entier n supérieur ou égal a 5.
Exercice 2.

1.

2
3.
4
5

......

Pour tout entier naturel n, 8" — 1 est un multiple de 7.
Pour tout entier naturel 7, 32" — 1 est un multiple de 8.
Pour tout entier naturel 7, 4" + 5 est un multiple de 3.
Pour tout entier naturel n, n(n? +5) est un multiple de 3.

Soit &, la propriété : « VneN, 7" + 1 est divisible par 6 ».
a) Démontrer que &2, est héréditaire.

b) Calculer 7" + 1 pour n =0 et n = 1. La propriété &, est-elle vraie pour tout entier naturel
n?

Exercice 3.

Démontrer par récurrence les expressions des suites définies ci-dessous :

1.

2.

Soit (u,) la suite définie par uy =0 et pour tout n €N, U, = u, +2n+2.
Montrer que pour tout entier naturel n, u, = n(n+1).

Soit (v,,) la suite définie par vy = 1 et pour tout n €N, v, =2v, — 3.
Montrer que pour tout entier naturel n, v,, =3 —2""*1,



3. Soit (uy) la suite définie par u; =1 et pour tout n € N*, uy41 =2u, + 1.
Montrer que pour tout entier naturel non nul n, u, =2" - 1.

n+1
3n

1
4. Soit (uy) la suite définie par u; = 3 et pour tout entier naturel non nul n, 1,4+ = Uy.

. n
Montrer que pour tout entier naturel non nul n, u, = 3—n

Il. Exercices types

Exercice 4.
Chaque question est indépendante. Démontrer les énoncés par récurrence.

1. Pour tout entier naturel n = 1, la somme des n premiers entiers naturels vérifie :
B nn+1)
= TR

142+--+n

n
2. Pour tout entier naturel n = 1, Z k-1)=n?.
k=1
L nn+1)2n+1
3. Pour tout entier naturel n = 1, Z =1+2°+---+n’= ( )6( ).
k=1

. 1 n%(n+1)>
4. Pour tout entier naturel n =1, Z B=13+22+..+n3= —
k=1

no1
5. Pour toutentiern=2: ) — >vn.
=1 Vk

1 1
6. Pour tout n € N*, on pose S, = —— + ot —
1x2 2x3 nn+1)

a) Calculer S;, Sy, S3 et S4.

b) Conjecturer I'’expression de S,, en fonction de n puis la démontrer par récurrence.

1-— xn+1

n
7. Soit x un réel différent de 1. Pour tout entier naturel n, Z xk = e
k=0 - X

n 1-(n+2)x" + (n+1)x""*?
8. Soit x un réel tel que x # 1. Pour tout neN: Y (k+1)x* = (n+2) a x)z( ) )
k=0 -

up=1
9. Soit la suite (u,) définie par : 0 . Conjecturer une expression de u, en fonc-

tion de n et démontrer ce résultat.

n-1 (2\"
10. On consideére la suite (u,) définie pour tout entier n = 2 par u, = 1 X (—) .
Onpose S, =up +uz+---+ uy.

n n
Montrer que pour tout entier naturel n=2,ona S, =1- (E + 1) X (5) .

Exercice 5.
Démontrer par récurrence les inégalités d’ordre général suivantes :

1. Pour tout entier naturel n =1, 2" = n.



2. Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier naturel » non nul, (1+ a)"” =1 + na.

. , . nn-1) ,
3. Soitaunréeltelque a=0.Pourtout ne N*: (1+a)" =1+ na+ ———a".

4. Pour tout entier naturel n =2, 5" = 4" + 3",

5. Pour tout entier naturel n =5, 2" > n2.

Exercice 6.

Démontrer par récurrence les majorations et encadrements simples portés sur les suites réelles sui-
vantes :

1
1. Soit la suite (u,) définie par uy = -2 et pour tout n €N, 1,41 = 5 U, +3.

Montrer que pour tout entier naturel n, u, <®6.

2. Soit la suite (u,,) définie par uyp =1 et pourtout n €N, Uy = uy+2n+1.
Montrer que pour tout entier naturel n, u, = n.

3. Soit la suite (u,,) définie par 1y = 0 et pour tout n €N, 1,1 = u,> + 1.
Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, u, =2".

4. Soit a un réel strictement positif et (z,) une suite définie sur N telle que pour tout n € N,
Un+1 < auy,. Montrer que pour tout entier naturel n, u, < a”uy.

5. Soit la suite (¢,) définie par o =5 et pour tout neN, ¢, =, —5n—4.

Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, t, < —n?.

6. Soit aunréel tel que 0 < a <1 et (u,) la suite définie par 1y = a et pour tout n € N,
Up+1 = Un(1 — uy). Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.

Exercice 7.

1. Soit la suite (u,) définie par uy = 1 et pour tout entier naturel n, u,+1 = vu, + 1.

a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, (u,) est strictement positive et
croissante.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 2.

2. Soit (uy) la suite définie par ug = 2 et pour tout entier naturel n, u,+1 = v u, +5.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2 < u, < 3.

3. Soit (u,) est définie par uy =0 et u,+; = v2u, + 3 pour tout entier n positif ou nul.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 : 0 < u, < u,+1 <3.

Exercice 8.
Soit (v,) la suite définie par vp=1etVneN, v,.1 =12+ vy,.

1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < 4.

1
2. On pose w;,, =4 — v,. Démontrer que wy;+; < Z wy,.

1

1 n+

3. Démontrer par récurrence que Vn eN, wy, < (— wy.
4



Exercice 9.
4du, -2
U, +1°
4x-2
x+1°
a) Etudier les variations de la fonction f sur [1;+ool.

Soit la suite (u,,) définie sur N par uy =3 et u,4+1 =

1. Soitla fonction f définie sur [1; +oo[ par f(x) =

b) En déduire que, pour tout x € [1;+o0], f(x) = 1.
2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, = 1.

3. Démontrer par récurrence que la suite (u;) est décroissante.

Exercice 10.

1 4
1. Soit u la suite définie pour tout entier naturel n par uy =3 et par u,.; = 5 (un +—.
Un

]

N =

a) Etudier les variations sur [2;4] de la fonction f définie par f(x) =

b) En déduire que pour tout x de [2;4], 2 < f(x) <4.
2. Montrer par récurrence que pour tout n €N, 2 < u, <4.
3. Déterminer le sens de variation de la suite u.
4. Soit a un parametre réel strictement positif. On considere la suite (u,) définie par uy > 0 et
a

1
Upil = > Uy + | Démontrer par récurrence que pour tout 7 € N* : u, = va et up41 < uy.
n

Exercice 11.

2x+1
Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0;2] par f(x) = R
1. Etudier les variations de f sur I'intervalle [0;2]. Montrer que si x € [1;2] alors f(x) € [1;2].
. o up =1 vp =2
2. (uy) et (v,) sont deux suites définies sur N par : et
Up+1 = f(un) Upn+1 = f(Vn)

a) Montrer a’aide d'un raisonnement par récurrence que :

¢ Pour tout entier naturel n, 1 < v, <2.
¢ Pour tout entier naturel n, v,41 < vy,.
¢ Pour tout entier naturel n, 1 < u,, <2.

¢ Pour tout entier naturel n, u, < u,;+1.
Un—Un

b) Montrer que pour tout entier naturel n, v -u = .
q p n+1 n+1 (Vn+1)(un+1)

1
¢) En déduire que pourtoutneN, v,—u, =0et vy — Upty < Z(U" —Uy).

1 n
d) Montrer que pour tout entier naturel n, v, — u, < (Z) .

Exercice 12.



1
Soit (u;) la suite définie par uy = 3 et pour tout entier naturel 1, U, = u,> — u, + 1.

) 1
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 5 Sup<l.

I1l. Exercices avancés

Exercice 13.

Dans tout I’exercice, on considere une propriété &?(n) dépendant d'un entier n = 0.

On dit qu’elle est universelle lorsque £?(n) est vraie pour tout entier naturel n. Par exemple, lorsque
P (n) est la propriété « (n+1)? = n? +2n+1 », elle est universelle, et lorsque 2?(n) est la propriété «
(n+1)? = n? + 1 » elle ne I'est pas (étant fausse pour n = 1, par exemple).

Pour chaque affirmation suivante, déterminer si elle est vraie (quel que soit le choix de la propriété
22 (n)), fausse (pour au moins une propriété ?(n)), ou si elle n’a pas de sens logique.

. Si Z(n) implique £2(n + 1) pour tout n € N, alors 2(n) est universelle.
. Si 22(0) est vraie et 22(n) implique £ (n + 1) pour tout n € N, alors £?(n) est universelle.

1
2
3. Si Z(1) est vraie et 22(n) implique £2(n — 1) pour tout n € N, alors £2(n) est universelle.
4

. Si Z(1) est vraie et (n) implique Z(n+ 1) et 22(n— 1) pour tout n € N*, alors £ (n) est univer-
selle.

@

Si 22(0) est vraie et 22(n) implique 22(2n) pour tout n € N, alors 22 (n) est universelle.

6. Si d'une part £2(0) et 22(1) sont vraies, et d’autre part 2?(n) implique £2(2n) pour tout n € N,
alors 22(n) est universelle.

7. Si d'une part 22(0) est vraie, et d’autre part 22(n) implique £22(2n) et Z2(2n + 1) pour tout n € N,
alors 2(n) est universelle.

8. Si d’'une part 22(0) et 22(1) sont vraies, et d’autre part 22(n) implique £ (2n) et 2(3n) pour tout
n €N, alors &2(n) est universelle.

Exercice 14.

Pour tout entier naturel n = 1, on note n! (lire « factorielle de n ») le produit de tous les entiers stricte-
ment positifsdelan: n!l=nx(n—-1) x--- x2 x 1. Par convention, 0! = 1.
Montrer par récurrence que n! > 2" lorsque n est suffisamment grand (on précisera le rang initial).

Exercice 15.

1x3x5x%x---x(2n—1)
2><4>16><---><(2n) '

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n =1, u, < \/:
3n+1

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n = 1 par u, =

Exercice 16.

Pour tout entier naturel n > 1, onrappelleque n!=nx (n—1) x---x 2 x 1.

1 1
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel nonnul n: )_ Pl <2-—.
i k! n!



Exercice 17.

1. Onpose u=2++v3etv=2—-+/3.

a) Démontrer par récurrence que, pour tout n € N* il existe deux entiers positifs a, et b,, tels
que u" = a,+b,V3et v =a,—b,V3.
Exprimer a4, et b,+1 en fonction de a,, et b,,.

b) Etablir les égalités a2 —3b? =1 et a,-bp+1 — Ans1- by = 1.
2. Soit la suite (x,) définie pour tout n € N par x,, = V2+1)".

a) Démontrer par récurrence que pour tout n € N, il existe deux entiers naturels a, et b, tels
que x, = a, + b,V?2.

b) Exprimer a, et b,+1 en fonction de a,, et by,.

¢) Démontrer par récurrence que pour tout n € N, a2 —2b% = (-1)".

d) Démontrer que pour tout n € N, x, = \/k, + / k;, — 1 pour un certain entier k, que 'on
exprimera en fonction de a, ou b,, selon la parité de n.

Exercice 18.

Soient x1, x,..., X, des réels strictement positifs tels que x;x,...x, = 1.
Démontrer par récurrence que Xxj + Xz + - + X, = 1.



