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1 Variables aléatoires discrétes

1.1 Définition

Définition 1 (Variable aléatoire discréte)}

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire, et X (2) = {X(w), w € Q} 'ensemble des valeurs
prises par X. On dit que X est une variable aléatoire discréte lorsque X (€2) est fini ou dénombrable.

Remarque 1: Si X est une variable aléatoire discréte on peut écrire X (Q) = {x;, i € I'} avec I C N.

Exercice 2: On considére une urne contenant r boules rouges et b boules bleues. On effectue des tirages successifs avec
remise jusqu’a obtenir pour la premiére fois une boule bleue. Soit X le nombre de tirages nécessaires (on pose X = 0 si on
n’obtient jamais de boule bleue, par convention). Montrer que X est une variable aléatoire discréte.

,—[Propriétés 2 (Systéme complet d’événements lié & une variable aléatoire discréte)} N\

Soit X une variable aléatoire discréte, alors ([X = z])_ (o) €st un systeme complet d’événements. En particulier,

Y PX=z)=1

z€X ()

\ J

Démonstration :

© X est une variable aléatoire donc Vo € X (), [X =z] € A.
Si x et y sont deux éléments distincts de X (), alors les événements [X = z] et [X = y] sont incompatibles.
De plus, U (X =z =Q.
zeX ()

Donc : | ([X = 2]) ¢ y(q) est un systéme complet d’événements.

¢ La o-additivité de P donne ensuite :

Y PX=2)=P| |J X=2]|=P@Q)=1

z€X(Q) z€X(Q)

On a bien Z PX=x)=1
zeX ()

Définition 3 (Tribu associée & une variable aléatoire discréte)}

Soit X une variable aléatoire discréte. On appelle tribu associée a X la tribu engendrée par le systéme complet
d’événements ([X = z]),ex(q). On la note Ax.

Remarque 3: Cette tribu est 'ensemble des événements dont on peut dire s’ils se sont réalisés ou non lorsqu’on connait
la valeur de X.

1.2 Loi d’une variable aléatoire discréte

Définition 4 (Loi d’une variable aléatoire discréte)}

Soit X une variable aléatoire discréte, on appelle loi de X la donnée de X (2) et des valeurs P(X = z;) pour
x, parcourant X ().




,—i Propriétés 5 ,

+o0

Soit (pr) € RY tel que py, est le terme général d’une série convergente & termes positifs vérifiant Z pr = 1.
k=0

Alors N et (pg)ren forment la loi d’une variable aléatoire discréte.

Démonstration :

On pose Q =N, A =P(Q) et P la probabilité telle que Vk € N, P({k}) = py.
=]

Soit X la fonction identité, c’est une variable aléatoire réelle car Vz € R, [X < z] = U {k} € A
k=0

C’est de plus une variable aléatoire discréte car X (©2) = N est dénombrable.

Ainsi : ‘N et (pk)ren forment la loi d’une variable aléatoire discréte. ‘

1
Exercice 4: Soit X(2) = N* et pour tout i € N*, P(X = i) = T Justifier que X est une variable aléatoire
i(i

discréte.

On utilise le résultat précédent, en posant p;, = — =
i(i
1
i(i+1)

est le terme général d’une série télescopique convergente (car lirf — = 0). Il ne reste plus qu’a calculer
n—+4oo n

o Vi € N¥, =20

1

i1
la somme de la série :

gfﬂ7%73::§j(%“ii1)

i=1

=1— lim —
n—+oo n

=1-0

Ainsi : | X est bien une variable aléatoire discréte

\

,—[Propriétés 6 (Caractérisation de la loi par la fonction de répartition) } <

Soit X une variable aléatoire discréte et Fy sa fonction de répartition. Vo € R, Fx (z) = Z P(X = zyp).

L €X ()
NS

Réciproquement, si X (2) = {x;, i € N*} ou les x; sont classés par ordre croissant, alors :

P(X = xl) = Fx(l’l) et, Vk 2 2, P(X = mk) = Fx(xk) - FX(ZCk—l)-

Démonstration :
o Pour tout z € R, [X < z] = U (X = ]
R, EX(Q)
<z

Or les événements [X = xj] sont incompatibles deux a deux. Par additivité de la probabilité, on obtient donc :

Fx(x) =P(X<z)= Y PX =)
L €X ()

T ST



Ainsi : |Vz € R, Fx(x) = Z P(X =)

:I?kEX(Q)
TE<T

o Si X(9) = {x;, i € N*}, le cas & = 21 nous donne alors directement P(X = z1) = Fx(21).

Etsik > 2,
k —1
Fx(l‘k) = ZP(X = Il) = P(X = .131) + P(X = Jfk) = FX(xk—l) + P(X = l‘k)
1

S

=1 i

Ainsi : [P(X = 1) = Fx (1) et, Vk > 2, P(X = 23) = Fx(xx) — Fx(ax1)]

1.3 Fonction d’une variable aléatoire

Propriétés 7

Soit X une variable aléatoire discréte, et f une fonction réelle telle que X (©2) C Dy. La fonction ¥ = f(X)
définie sur Q par Y(w) = f(X(w)) est également une variable aléatoire discréte.

Démonstration :

Faisons la démonstration dans le cas ot X (£2) est dénombrable. 11 suffira de remplacer « dénombrable »par « fini »pour
le cas ou X (€2) est fini.
o Montrons tout d’abord que Y est bien une variable aléatoire.
La fonction Y = f o X est définie sur Q (car X (2) C Dy) & valeurs réelles. De plus,

VeeR, [Y <z]=[foX 1]

= U [fex=y

yeY (Q),y<z

U U x=2

yeY (Q),y<e 2€X(Q),f(2)=y

Or X est une variable aléatoire, donc [X = z] € A. Comme X () est dénombrable, la stabilité des tribus par union
dénombrable donne [Y < z] € A.
Donc Y est bien une variable aléatoire.

o De plus, comme X () est dénombrable, Y (©2) = f(X(£2)) est dénombrable ou fini.

Ainsi : ‘ f o X est une variable aléatoire discréte. ‘

2 Moments

2.1 Espérance

,—[Déﬁnition 8 (Espérance d’une variable aléatoire discréte)} \

Soit X une variable aléatoire discréte, et X (2) = {x,|n € N}. On dit que X admet une espérance lorsque la
série de terme général z,P(X = x,,) est absolument convergente, et on a alors :

+oo
E(X)=> z,P(X =)
n=0

Remarque 5: Contrairement aux variables aléatoires finies, I'espérance d’une variable aléatoire discréte peut ne pas
exister.



1
Exercice 6: Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = N* et pour tout i € N*, P(X =) = HEy X admet-elle
une espérance ?

. . 1 1
Z|ZP(X:z)|:Zm:Zi+—1.

On reconnait la série harmonique (& un décalage d’indice prés), qui diverge.

Donc : IX n’admet pas d’espérance. ‘

2.2 Théoréme de transfert

Soit X une variable aléatoire discréte, avec X (Q) = {z,,|n € N}, et f une fonction réelle telle que X (2) C Dy.
On pose Y = f(X).
La variable aléatoire Y admet une espérance si et seulement si la série Z f(x,)P(X = x,) converge absolument.

Dans ce cas :
+o0
E(Y)=E(f(X)) =) _ f(@a)P(X = zy,).
n=0
)\n
Exercice 7: Soit A € R}, et X une variable aléatoire telle que X (©2) = N, et pour tout n € N, P(X =n) = ~e™*
n:

1
Montrer que X admet une espérance et la calculer.

+1

o D’aprés le théoréme de transfert admet une espérance si et seulement si Z P(X = n) convergence

1
+1 14+n
absolument.

Cette série étant a termes positifs la convergence implique la convergence absolue.

1 1 A
P(X=n)=—— x —we™*
1+n 1+n n!
_ A
B (n+1)!
e~ A\l
-3 (n+1)!

On reconnait une série exponentielle convergente, donc par théoréme de transfert, et donc : admet une espérance.

X+1

¢ On a alors :

5 1 B R 8 Antl
X+1) (n+1)!

DY
= e—(e>‘ -1)
1= e A
N A

1 1— e
Am$:E<X+1>: ;




Propriétés 10 (Linéarité de I’espérance)

W
J

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance, et (a,b) € R2.
Alors aX + b admet une espérance, et E(aX + b) = aE(X) + b.

Démonstration :

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance, avec X (Q) = {x, k € N}.
o Les séries kaP(X =) et ZP(X = x,) convergent absolument. Or :

[(azg + b)P(X = ap)| < |a|] X |[2xP(X = ap)| + |b] X |P(X = xx)

Par opérations sur les séries convergentes, Z la||zP(X = k)| + |b|P(X = 1) converge.

Alinsi, par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que Z |(azy + b)P(X = z)| converge.

On en déduit, par le théoréme de transfert, que ‘ aX + b admet une espérance. ‘

¢ On a alors, toujours par le théoréme de tranfert :

“+o0
E(aX +b) =Y (axx + b)P(X = )
k=0
“+o00 —+o0
=a) wpP(X =21)+bY P(X =)
k=0 k=0
=aE(X)+b
Ainsi : ‘E(aX +b) =aFE(X)+ b‘
2.3 Moments d’ordre r
,—EDéﬁnition 11 (Moment)} \

Soit X une variable aléatoire discréte, et r € N tel que X" admet une espérance. On appelle alors moment
d’ordre r de X le réel m,.(X) tel que

me(X)=E(X")= Y 2"P(X=z)
zeX ()

\. J

,—LDéﬁnition 12 (Moment centré)} ,

Soit X une variable aléatoire discréte, et r € N, tel que (X — E(X))" admet une espérance. On appelle alors
moment centré d’ordre r de X le réel p,(X) tel que

pr(X) = B(X - E(X))") = ) (z—BX))P(X =x)
z€X ()

\. J

~— Propriétés 13 \

Soit X une variable aléatoire discréte, et r € N.

1. Si X admet un moment d’ordre r alors, pour tout k € [0,r], X admet un moment d’ordre k.

2. X admet un moment d’ordre r si et seulement si X admet un moment centré d’ordre r.

Démonstration :



1. Si X admet un moment d’ordre r alors, pour tout k € [0, 7], X admet un moment d’ordre k.

On pose X () = {x;, i € N}.
o Si |x;| > 1 alors on a |z;|* < |z4|"
o Si |z;] < 1 alors ce résultat est faux mais on peut écrire, comme |z;|¥ < 1, |2;]F < 1+ |z4|".

Finalement, dans les deux cas, on a |z;|¥ < 1+ |z;|" et il en résulte que :
Mais la série Z P(X = ;) est convergente et par hypothése, la série Z |z;|"P(X = x;) est aussi.
Par opérations sur les séries convergentes, Z(P(X = ;) + |x;|"P(X = z;)) converge.

Enfin, par comparaison de séries a termes positifs, il en résulte que la série E |;ci|kP(X = x;) converge.

Ainsi : | X admet un moment d’ordre k. |

2. X admet un moment d’ordre r si et seulement si X admet un moment centré d’ordre r.

Faisons la démonstration dans le cas ou X (€2) = N.

X admet un moment d’ordre r si et seulement si Z E"P(X = k) converge.

k>0
X admet un moment centré d’ordre r si et seulement si Z |k — E(X)|"P(X = k) converge.
k>0
Or les termes sont tous positifs, et |k — E(X)|"P(X = k) Mo E"P(X = k), donc on peut conclure (critére par
c— 400

équivalence) que ces deux séries ont méme nature.

Ainsi : | X admet un moment d’ordre r si et seulement si X admet un moment centré d’ordre r. |

,—[Déﬁnition 14 (Variance)] \

Soit X une variable aléatoire discréte admettant un moment d’ordre 2. On appelle variance de X, notée V (X),
le moment centré d’ordre 2 de X.

Remarque 8: Si X admet une variance, alors X admet un moment centré d’ordre 2, donc un moment d’ordre 2, donc
un moment d’ordre 1, donc une espérance.

,—[Déﬁnition 15 (Ecart-type)] N

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une variance. On appelle écart-type de X, notée o(X), la
quantité o(X) = /V(X).

. J

~— Propriétés 16 N

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une variance. Alors, si (a,b) € R?, aX + b admet une variance,
et V(aX +b) = a*V(X).

. J

Démonstration :

o aX + b admet une variance si et seulement elle admet un moment centré d’ordre 2.
X admettant une variance, elle a donc un moment d’ordre 1, donc aX + b admet un moment d’ordre 1.
Ona (aX +b—E(aX +b))? = (aX +b—aBE(X)—-b)?=d*(X — E(X))%
X admet un moment centré d’ordre 2, donc (X — E(X))? admet une espérance, donc a?(X — E(X))? admet une

espérance.

Ainsi aX + b admet un bien moment centré d’ordre 2, et donc ‘ aX + b admet une variance. ‘




o Par linéarité de ’espérance,

V(aX +b) = E((aX +b— E(aX +1))?)
= E((aX +b—aB(X) - b)?)
= d®B((X — B(X))?)
=a’V(X)

Donc : ‘V(aX +b) = a?V(z) |

— Propriétés 17 \

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une variance et telle que V(X)) # 0.
Alors X* = X - E(X)
a(X)

est une variable aléatoire centrée et réduite.

Démonstration :

X* étant une transformation affine de X, qui a une variance, elle a une variance, et donc une espérance.

Par propriétés de l'espérance et de la variance, on a alors toujours :

Ainsi : | X* est ne variable aléatoire centrée et réduite. |

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une variance. Alors V(X) = E(X?) — E?(X).

Démonstration :

Soit X (Q) = {x;, i € N}. D’aprés le théoréme de transfert appliqué a f : z +— (x — E(X))? on a :

+oo
=) (2= B(X))?P(X = ;)
=0
+oo
=) (27 —22,E(X)+ E*(X)) P(X = ;)
i=0
X admettant un moment d’ordre 2 (et donc un moment d’ordre 1) Z ?P(X ) et Z x;P(X = x;) convergent.
De plus on sait que Z P(X = x;) converge. Ainsi, par linéarité, on obtient :
+oo too
= afP(X =;) —2B(X) Y _x;P(X = z;) +E*(X Z P(X
i=0 i=0
B(X?) B(X) 1
= B(X?) - 2E%(X) + E*(X)
= E(X?) - E*(X)

Ainsi ;| V(X) = B(X?) — E*(X) |




Propriétés 19 (Variable aléatoire admettant une variance nulle)

W
J

Si X est une variable aléatoire discréte de variance nulle, alors il existe un réel a pour lequel P(X =a) =1, et
on dit que X est une variable quasi-certaine.

Démonstration :
Soit X une variable discréte avec X (Q) = {z;, i € N}.

+oo
Si V(X) = 0 alors z:(:v2 — E(X))*P(X = ;) = 0 et comme il s’agit de la somme d’une série & termes positifs :
=0

VieN, (z; — E(X))*P(X =x;) =0

“+o0
Si z; # E(X), alors P(X = ;) = 0. Et donc, Y P(X = ;) = P(X = E(X)).

=0

—+o0
Or ZP(X =12;) = 1. En notant a = F(X), on a bien P(X =a) = 1.
=0

Ainsi : ‘ Si V(X) = 0 alors I'événement [X = E(X)] est quasi-certain. ‘

3 Lois discrétes usuelles

3.1 Loi géométrique de paramétre p €]0, 1]

,—[Déﬁnition 20 (Loi géométrique)} |

Une variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramétre p €]0, 1] lorsque :
1. X(©2) =N~
2.VneN*  P(X=n)=(1-p)"!p

On note alors X < G(p)

\ J

Démonstration :

Il faut montrer que ces propriétés permettent bien de définir une loi de variable aléatoire :
o Il est immeédiat que Vn € N*, (1 —p)"~!p > 0.
o Par ailleurs, Z(l —p)"lp = IL Z(l —p)" est une série géométrique convergente, puisque |1 — p| < 1.
-Pp

Donc la série converge, et sa somme vaut :

+o00 +o0 1
dA=pp=pY (1-p=px ———=1
Ainsi : ‘ La loi géométrique est bien la loi d’une variable aléatoire. ‘
,—[Méthode 21 (Modélisation et rédaction pour utiliser la loi géométrique)} N\

Modélisation : On considére une expérience consistant en une suite infinie d’épreuves mutuellement indépen-
dantes, chaque épreuve ayant deux issues possibles : succés avec probabilité p et échec avec probabilité 1 — p. La
variable aléatoire égale au nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir le premier succes suit la loi géométrique
de paramétre p.

Rédaction : On écrira « On appelle succés I’événement .... de probabilité p. Alors la variable aléatoire X, qui
compte le nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir le premier succés en répétant indépendamment 1’expérience
de Bernoulli associée, suit la loi géométrique de paramétre p ».




Exercice 9: On considére une urne contenant 2 boules blanches et 1 boule noire. On tire indéfiniment une boule dans

1
On appelle succés ’événement « obtenir une boule noire »de probabilité —.

cette urne avec remise. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de tirages nécessaires pour obtenir la premiére boule
noire. Donner la loi de X.

Alors la variable aléatoire X, qui compte le nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir le premier succés en répétant
1

indépendamment ’expérience de Bernoulli associée, suit la loi géométrique de parameétre 3

Donc:| X — @G (%)

Propriétés 22 (Fonction de répartition de la loi géométrique)]

Soit X < G(p), avec p €]0,1[. Alors pour tout n € N*, P(X <n)=1-—(1—p)"

Démonstration :

Soit X < G(p). On obtient par calcul direct, pour tout n € N* :

= Z P(X = k) par incompatibilité des événements deux a deux

=0
1—(1-p)»
_y (1-p)
1-(1-p)
=1-(1-p"
Ainsi : |[Vn e N* , P(X <n)=1—(1—p)"

Propriétés 23 (Espérance et variance de la loi géométrique)}

1
Soit X < G(p), avec p €]0,1[. Alors X admet une variance et une espérance, et E(X) = — et V(X
p

Démonstration :

> ) nP(X=n)| =) n(l-p)"'p.

|1 — p| < 1, donc Zn(l —p)" ! est une série géométrique dérivée premiére convergente, et donc Zn(l —p)

converge.

n—1

p



Ainsi, 'espérance de X existe et vaut :

+oo
=pY k(1—p*!
. k=1 .
P a-p)y
_1
T

Ainsi : | X admet une espérance et E(X) =

> [?P(X =n)[=n*1-p)" 'p=p(1-pnn-1)1-p)"?+n(l-p"").
Z nin—1)(1—p)" 2 et Z n(1 —p)"~! convergent, en tant que séries géométriques dérivées de raison |1 — p| < 1.

Alinsi, par opérations sur les séries convergentes, E |n?P(X = n)| converge, donc X admet un moment d’ordre 2.

En suivant cette décomposition, on trouve :

+oo
E(X?) =) K(1-p)*'p
k=1

+oo +oo
=p(1=p) Y k(k=1)(1=p)* 2 +p> k(1 —p)F!
k=1 k=1
(1-p) x 2 + E(X)
=pL—=D
(1-(1-p)?
2-2 1
=" (i
p p
_2-p
=
2 1 1-
La formule de Huygens donne alors V(X) = 2p - == 2p
p p p
1—
Ainsi : | X admet une variance et V(z) = p2p
3.2 Loi de Poisson de parameétre \ € R
~ Définition 24 (Loi de Poisson) | .

Une variable aléatoire X suit la loi de poisson de paramétre A € R% lorsque :
1. X(Q)=N
2.¥neN,P(X =n)= n—e_)‘

On note alors X < P(A)

Démonstration :

Il faut montrer que ces propriétés permettent bien de définir une loi de variable aléatoire.
n

o Il est immédiat que Vn € N, —'e_’\ > 0.
n!

10



. A" . . A"
¢ Par ailleurs, E — est une série exponentielle convergente, donc g e*)‘—‘ converge, et sa somme vaut :
n! n!

~+o00 )\n B _)\

P

' =€ AB)\
=1

Ainsi : | La loi de Poisson est bien la loi d’une variable aléatoire.

Remarque 10: La loi de Poisson sert, la plupart du temps & modéliser des phénoménes « rares ». Il n’existe pas vraiment
de cas typique ou de rédaction modéle pour cette loi. Elle sera toujours introduite par I’énoncé de ’exercice.

Propriétés 25 (Espérance et variance de la loi de Poisson)}

Soit X < P(A), avec A € R%. Alors X admet une variance et une espérance, et E(X) =V(X) = A

Démonstration :

» X admet une espérance si et seulement si ZnP(X = n) converge absolument. La série étant & termes positifs, la

convergence est suffisante. Soit N > 1 et (Sy) la suite des sommes partielles de la série.

N )\k
SN = Zk ﬁe_k
k=0

N

)\k 1
_0+)\€_)\Z
N-1 \;
Y . g
= de Zﬁenposan‘m—k 1
=0

)\Z
En tant que somme partielle d’une série exponentielle, lim E Z =¢* donc lim Sy = e et =\
N—+4o00 4 Z! N —+4o0
i—

Donc : ‘ X admet une espérance, et E(X) = A ‘

» Montrons que X admet une variance en étudiant la convergence de Z [n*P(X = n)|, puis calculons-la :
n n )\n72 )\nfl

A A
o n*P(X =n)| =n(n— 1)He”\ + nﬁe*’\ = A%”‘m + /\e”\m.

A\n 1 An72
— et ——— convergent en tant que séries exponentielles.
Z(n—l)! Z(n—?)! & q P

Donc par opérations sur les séries convergentes, Z |n2P(X = n)| converge.
Ainsi X admet un moment d’ordre 2, et donc une variance.

¢ On a alors :
=3 ke
—Zk —1 _’\—f—Zk—e

2_A+°° )\k 2 _)\+°O A1
=\ Z +/\ ;(k ol

=\ *)‘Z—+E ) en posant i = k — 2
:)\2+)\.

La formule de Huygens donne alors V(X) = A2 + X — A2 = \.
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Ainsi : ’X admet une variance et V(X) = A ‘

3.3 Tableau récapitulatif des lois usuelles

,—[Propriétés 26 (Tableau récapitulatif des lois usuelles)j

X X () P(X =k) E(X) V(X)
Certaine {a} 1 a 0

. 1 n+1 n?—1
Uniforme : X < U([1,n]) | [1,n] . 5 13

. ' 1 a+b | (b—a+1)2-1
Uniforme : X < U([a,b]) | [a,d] b—atl 5 15
Bernoulli : X — B(p) {0,1} l—poup D p(1—p)
Binomiale : X < B(n,p) | [0,n] >pk(1 —p)nk np np(1l — p)

4 AR * k—1 1 - p
Géométrique : X — G(p) N (I1—-p)*'p ’ P
)\k

Poisson : X < P()\) N ﬁe_’\ A A
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