M TD Applications linéaires

ECG1-Maths Approfondies-Jérémy Meynier

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7
: R? — R3 définie par f(x,y) = (z +y,22 — y,x — 3y).
: R? — R définie par f(z,y) =2r+y — 1.
: R* — R définie par f(z,y,2,t) =x —t.
: R — R* définie par f(z) = (z,0,z,0).
: R[X] — R[X] définie par f(P) = X(P + P(2)).
: Ry[X] — R? définie par f(P) = (P(1), P(2)).
: CO(R) — R définie par ¢(f) = f(1).
(R) — C*°(R) définie par ¢(f) = ' —2f.
©(R) — C>°(R) définie par ¢(f) = f' — f>.
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Soit f : R3 — R? définie par f(z,y,2) = (v +y,y+ 2,z — 2). Justifier que f est linéaire, déterminer Ker(f) et Im(f).

Soit (n,m) € (N*)2. Soit f € L(R™,R™). Soit (v1,v2,...,v,) une famille de vecteurs de R™.

Montrer que si (f(v1), f(v2),..., f(vp)) est une famille libre alors (v1,vs,...,vp) est une famille libre.

Soit E un K-espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de F tel que fog = Idg.
1. Démontrer que Ker(g o f) = Ker(f).

2. Démontrer que Im(g o f) = Im(g).

3. Démontrer que E = Ker(f) ® Im(g).

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n.
1. Démontrer que E = Ker(f) @ Im(f) = Im(f) = Im(f?).
2. (a) Démontrer que Im(f) = Im(f?) < Ker(f) = Ker(f?).

(b) En déduire Im(f) = Im(f?) & E = Ker(f) @ Im(f).

@ Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et f un endomorphisme nilpotent d’indice p (f? = Oz(g), Pt £ 0z(E))-
1. Montrer qu’il existe = € E tel que (z, f(z), f2(z),--- , fP~1(x)) soit libre.
2. En déduire f* = Oz (g).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et f un endomorphisme de F.
Montrer que Ker(f) = Im(f) < f? = Oz(p) et n = 21g(f).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u,v € L(E) tel que E = Im(u) + Im(v) = Ker(u) + Ker(v).
Montrer que Im(u) et Im(v) sont supplémentaires dans E, tout comme Ker(u) et Ker(v).

@ Soit E un K-espace vectoriel, f € L(E), p un projecteur. Montrer po f = fop < Im(p) et Ker(p) sont stables par f.

R, [X R +!
Soit f : {P [X] : (P(1), P'(1) PO (1)) Montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme.

Soit E un espace vectoriel, f € L(E) tel que f2—5f+6Idg = 0z(g). Montrer que Ker(f—2Idg)@®Ker(f—3Idg) = E.

Soit E un espace vectoriel et f € L(E) tel que pour tout = € E, (z, f(x)) est une famille liée.
L’objet de cet exercice est de montrer qu’il existe A € K tel que f = AldEg.



1. Montrer que : Vx € E, I\, € K tel que f(x) = A\, z.
2. Montrer que si x et y sont colinéaires et non nuls alors A; = A,.
3. Montrer que si (z,y) est libre A, = \y. Indication : Calculer de deux fagons différentes f(x + y).

4. Conclure.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u,v € L(E).
Montrer que |rg(u) — rg(v)| < rg(u + v) < rg(u) + rg(v).

1
Soit f l'application définie de R,,[X] dans R par f(P) = / P(t)dt.
0
1. Veérifier que f est une forme linéaire, et déterminer Im(f).

2. Déterminer une base de Ker(f).

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, et uw € L(E, F), v € L(F,G) et w =vou.
Montrer que w est un isomorphisme < w est injective, v est surjective et Im(u) @ Ker(v) = F.

Soit F un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E.

1. Montrer que Im(p) = Im(q) & pog=gqet gop=rp.

2. Montrer que Ker(p) = Ker(q) & pog=pet gop=gq.

3. Montrer que p + ¢ est un projecteur < pogq=gqop= 0.

4. Montrer alors, si p + ¢ est un projecteur, que Im(p + ¢) = Im(p) ® Im(q) et Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, p,q € L(E) tel que p + ¢ = Idg et rg(p) + rg(q) < dim(E).

Montrer que p et g sont des projecteurs.

Soit f un endomorphisme de R? tel que f? = 0z (rs)-
Montrer qu’il existe a € R? et ¢ € L(R3,R) tels que Vz € R?, f(x) = o() a.



